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Gruppeniibung 7
Aufgabe 1 Wie aus der Vorlesung bekannt, ist fiir jede Matrix A € C”*? mit Rang r die Singuldrwertzerlegung
A=ULV*
moglich.
Hierbei sind U € CP*P und V € C?*7 unitir (d.h. V*V =VV* =Tund U*U = UU* =1).
Weiterhin gilt
o1
Z = Gr
0
mit den Singuldrwerten 61 > 6, > ... > o, > 0.
a) Zeigen Sie, dass
of of
A'A=V o} V* und AA* = U o} U*,
0 0
qxq pxp

b

~

Erklédren Sie den Zusammenhang der Eigenwerte von A*A beziehungsweise AA™ mit den Singuldrwer-
ten von A.

Losung:
Es gilt
of
A*A = (UZV*)* (ULV*) = VE* U ULV = VE'LV* =V o? V*,
~—
1 0
q%q
dquivalent fiir AA™.

DaV*=V !lundU*=U""! gilt, wird A*A durch eine Ahnlichkeitstransformation mit der Matrix V
diagonalisiert. Aquivalentes gilt fiir AA*.
Damit sind 612, e 6,2,0, ...,0 die Eigenwerte von A*A beziehungsweise AA* und die Spalten von V

beziehungsweise U die zugehorigen Eigenvektoren.
Berechnen Sie U, V, und X fiir die Matrix

120
A:{ooz}

mithilfe des Aufgabenteils a).



Hinweis: Vom numerischen Standpubkt aus gesehen ist dies eine sehr ineffiziente Methode um die
Singuldrwertzerlegung zu berechnen. In der Praxis werden Methoden auf Basis der Householder-
transformation und der QR-Transformation verwendet (siehe zum Beispiel Deuflhard, Numerische
Mathematik 1, Kapitel 5.4).

Losung:
Wie in Aufgabenteil a) gezeigt, konnen die Matrizen A*A und AA* durch eine Ahnlichkeitstransor-
mation mit der Matrix V beziehungsweise U diagonalisiert werden. Daher sind Gl_z Eigenwerte der

Matrizen A*A und AA*. AuBlerdem sind die Spalten von V und U die Eigenvektoren der Matrizen A*A
beziehungsweise AA*.

Es gilt

. [5 0
m=[33]

Die Eigenwerte dieser Matrix stehen auf der Diagonalen, dass heiflt wir erhalten 6y =3 und 0, = V5

mit
0 1
U_{IO}'
Es ist darauf zu achten, dass die Reihenfolge der Eigenwerte und Eigenvektoren richtig ist, das heifit

0] > 0. Auflerdem miissen die Eigenvektoren normiert werden, damit U*U = UU* =1 gilt.
Weiterhin ergibt sich

1 2
A'A=| 2 4
0 0

© O O

mit den Eigenwerten 1 =9, A, =5 und A3 = 0. Mit dem Ergebnis aus Aufgabenteil a) kann man
dies auch sofort schlieBen, da wir die Singuldarwerte von A bereits bestimmt haben.

Es ergibt sich
1 2
5
v=|o0o <2 =L
VAR
1 0 O

wobei wieder auf die richtige Reihenfolge der Eigenwerte und Eigenvektoren, und auf die Normie-
rung letzterer zu achten ist. Insgesamt erhalten wir also

0 0 1
120 0 1][3 0 o0 L2

frd frng 7z Tz O frd *

A [003} [10}{0¢50} v R, vV
VioVs

Aufgabe 2 Gegeben sei ein System mit zwei Eingéingen und einem Ausgang wie in Abbildung 1 dargestellt.

“oG(s)
— > Yy
Uuz

Abbildung 1: MISO-System

Die Ubertragungsfunktion ist gegeben durch



a) Berechnen Sie die Singuldrwertzerlegung
G(0)=UxV*

mitV = [ Vi V) ]
Losung:

Es gilt

G(0)G(0)* = [3 4] m 25

und damit 6; = /25 = 5, rang(G(0)) = lund U = U* = 1.

Weiterhin gilt
* 13 19 12
G(O)G(O)—[4][3 4}_{12 16}
und damit
F e
v=|5 5
4 _3
L > 5
]
vie |53
4 _3
L S 5
Insgesamt ergibt sich
3 4
_ 1. 5 5 _ *
G(0)=[3 4]=1-[5 0 y ULV*,
5

b) Nehmen Sie nun an, dass ein Eingangssignal u(t) = [u1(¢), ua(t)]” gegeben ist mit

0: t<2s
ult) = va: 2s5<r<15s
vi+va: 15s5<t

Skizzieren Sie den Verlauf von y(z).
Losung:

Mit den Informationen aus Aufgabenteil b) kdnnen wir nur Aussagen iiber das stationére Verhalten
machen. Aus der Singulidrwertzerlegung sehen wir, dass

G0)[ v2 vi+w |=U[o1 0] {zg [v2 vi+w |=Ulor 0 [(1) ﬂ
=U[0 o]
=1[0 5]

gilt, was uns das stationire Verhalten in den unterschiedlichen Zeitabschnitten liefert. In Abbildung 2
ist ein Plot des Systemverhaltens zu sehen.

Aufgabe 3 Bestimmen Sie die H..-Norm der Ubertragungsfunktion G definiert durch

1
T 245417

G(s)

Losung:
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Abbildung 2: Plot der Eingéinge und der Systemantwort.

1
-0’ + jo+1
= T
(I-0?)?+ ol ,er ((1—(1)2)2+w2)2

1 1
= SUp —/————= = SUp ————
weR /(1 —0?)2+ 0%  wer V1-—0?+ 0

[Gllw = sup |G(jo)| = sup
weR weR

= sup
weR

Das Supremum von ﬁ wird fiir das @ angenommen, das 1 — @? 4 @* minimiert. Das Minimum
1-0?+w

von 1 — @? + w* wird bei 0* = % angenommen. die H,.-Norm von G ist %
Aufgabe 4 Gegeben sei ein kausales System Gg und eine Menge von Systemen IT mit
IT:= {G kausale Ubertragungsfunktion|G = k,Go, kp € [kmin,kmax] C R}.
Finden Sie eine kausale Ubetragungsfunktion G| und ein r € R so, dass
I1 = {G kausale Ubertragungsfunktion|G = Gi(1+rA), A€ R, |A[ < 1}.

Welcher Art von Unsicherheitsbeschreibung entspricht diese Umformung?
Losung:

Wir wollen ein beliebiges System G € IT schreiben als

G=G(1+rA), 1)



wobei A € [—1,1] und r € R. Dass heifit G| kann sich von Gy nur durch eine multiplikative Konstante a
unterscheiden, also G| = aGy. Des Weiteren ist 1 4 rA eine monotone Funktion in Abhingigkeit von A und
da IT alle Systeme k,Go mit k;, € [kmin, kmax| enthilt, setzen wir

!
Gi(14+7r)=aGo(1+7) =kmaxGo =  a(l4+7r) = kmax
! !
Gi(1-r)=aGo(l —r) =kmaxGo = a(l—r) = kmax.
Die Summe der beiden Gleichungen ergibt
_ kmin + kmax
-
Damit gilt G| = MGO. Die Differenz der beiden Gleichungen ergibt 2ar = kyax — kmin und damit

o kmax — Kmin

kmax + kmin ’

Es handelt sich um eine multiplikative Eingangsunsicherheit.

Aufgabe 5 Gegeben seien kausale Systeme X1, X,. Wir betrachten ein Ubertragungssystem wie in Abbildung 3(a)
skizziert.

21

Yo |—

(a) Ubertragungssystem zur Aufgabe 5 a)

Aw

G1 >

(b) Ubertragungssystem zur Aufgabe 5 b)

Abbildung 3

a) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion von u nach y des Ubetragungssystems aus Abbildung 3(a).
Losung:

Die Ubetragungsfunktion ist gegeben durch

L(1+x)" "

b) Gegeben Sei nun ein kausales System Gy und eine Menge von Systemen IT mit

.. 1
I1:= {G kausale Ubertragungsfunktion|G(s) = T7+1G0’ T € [Tin, Tmax] C R>0}.
5 >

Finden Sie kausale Ubertragungsfunktionen G; und w, so dass wir die Systeme aus IT durch das
Ubetragungssystem aus Abbildung 3(b) beschreiben kénnen, wobei |A| < 1 ist.
Losung:
Die Ubertragungsfunktion von 3(b) ist gegeben durch %' Wir schreiben die Menge der unsicheren
Parameter als

Al < 1}

Tmax - Tmin

Tmax + Tmin

(14+A

T e { Tmax + Tmin )

2




ineare Interpolation zwischen Tp,i, und 7.« ). Verwende die iirzungen 77 := min ynd 75 :=
(i Interpolati ischen Tiyin und Tinay). Ve de die Abkiirzungen 7 := TmactTmin ypq 7
;2(‘:27;;":1: Fiir alle Systeme in IT gilt dann
G- Gy Go
C Ts+1  14+Tis+TiDHAs

Nun gilt
Go 1 G
14+ Tis+TihAs  1+Aw
& Go(1+Aw) = Gy (1 +Tis + T ThAs)

& Go+ GoAw = G (1 +Tis) + ATy TG .

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir

Go = G1(1+Ts)

und

GOW = T] T2SG1 .

Damit ergibt sich

und




